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(
@�',Ï

)
��$=�=Y<K�v�\=-

��	

,�-�G�H���
>B�=$ è @���B�Bx,¦�� / Y3ß 0K�L,-
p → q

���=� � ¬q → ¬p
!���-KB7

p → q
�$�=� � ¬q → ¬p

!��"-
(
r����=6C�1Bu,C$,�-�G�H@��	��$<�=@<ú��=@����I13'�L�C

)8�@8�1�4���ç�L=C���$,�I�3L<c=®��B�� I>=?,� ���
� ������%

p → q
/"1 %

¬q → ¬p
/,@��	��=4<¬����ù,�U�gqs�3��-

������P %
p
 �����c�®

q
 "uC�/��ý�>A�U1BD�* è @���c���ý�>B�I1Ar=6,C9 I>�?�� � -

1. p
 "uAc=®

q
 �u,C

2. q
 "uAc�®

p
 ����

3. p
 "���Ac�®

q
 "�B�

4. q
 "����c=®

p
 "uC

5. q
 "����c=®

p
 "�B�
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2.3
��� � ���

5�«,��=���C0�=ç�@ Ä ð�Á,{,4��87�L�C�ª�y=@0]�@��,$
19 P M=@�	=b�YB��
A"�

(Giuseppe Peano,

1858
ô

1932)
1�(�%�Á�

(Gottlob Frege, 1848-1925)
�,���B�=���gc�K>B7=-�; � @	 � �

(
k�B�@

.
)
 =$+G+H=@ -�/ ����1<>A��$4?=��kl�7�G�H=@�����% � )�/ *�%�KA7�$/ * %�ô=� � ®/ * %�ô� ����=/��¤�6B� %(L�l���@�/�1·% �U�3) � @�/=1g���35�,��

(
,���L=CB7=Ê�@<E�B

)
��1=K9c,��=K�L�-

(
88A �$ %(L�l��@�/I1J�·��@<$ % _ »=@�!,@���ú�>B��ô�� / Y9ß)�/g*�KB7 %��s�3) � @�/I1J�·�@�$�%

(� ���1A!��s1g)�@ )
ô�������L�C</�13�=�B7r���,>9 ,^��K�L,-

)
Ï=6<®&%(L�l���@<#�:$�RL�l�D!@B �uC�/"1g�·� G+H=4�k�B�@�.� �¬U��1

_ »=@
x
��ú�>B�*

x
��#�:A �u,C� � ®�*

x
$4R,L�l=D!@B �uC

1B�,C@A �L=��*�����B� ,¬s�1!@�. -�� �$�,D=Y�>��<�=@B =*�@�.«� ,E� � c�C���?=4�^�����9�>B��ù"C8=1B�=>K�L�-�k�B�@�.� =$ %
x
$�#�:A "uC�/"1g���9k+B=4

Human(x)
13¬�D�*%

x
$�RL�l�D!@B �uC�/"1g�·�3k+B�4

Mortal(x)
19¬=DK<L�-KB7�,	-�G�H
%�ô�� � ®,/$��

�
→
4�E���,��>K�L,-

(
G�H�@�.=@=1BD�1�áBã*�% � )=/�$ ∧,

%�KA7�$�/$
∨,
%�ô� ����=/�$

¬ ���>�K�L�-
)
� � �&%(L�l���@�/$

A(ll)
4��U��K���>A7��?

∀,
%��U�3) � @�/$

E(xists)
4����K���>A7��?

∃
4�E����">K�L,-=�g��8Bc � @<��?=4<^U��1 %�L�l���@<#":<$4R,L�l�D!@A uC�/"1g���'G+H�$

∀x : Human(x) → Mortal(x)

1B��Y�K�L�-��=@�ÏU1�>�� % � � ����#":������L=C�/"1g���'G+H=4�@�.��?� ,¬���1 è @����B��=Y<K<L,-"!.7�qI>�8�8� �$ %
x
$���C�/"13�s�3k+B=4�%

Asleep(x)
/�13��9L�C�8=1B�=>K�L,-

)

∃x : Human(x) ∧ ¬Asleep(x)

k�B�@�.�$�'�������s�g ,L���*�@�.=@����$�#�����$�%�����as�B8�1B�< "DC�1g���9�����,u=YK�L�-��ì����<�s��1gÏ�6<® è @��I�B�05,¦�� / Y3ß)=8"1B�<] � Y�K�L�-

¬[P (x) → Q(x)] = P (x) ∧ ¬Q(x)

¬[∀x : P (x)] = ∃x : ¬P (x)

8Ac � @�5¦=4�E��C=1 %(L�l�=@<#":�$�R�L�l=D!@B �u,C�/@����$�% uC
x
 �*

x
$<#":A u=Y � )

x
$4R,L�l=D!@B ��B��������!�@������L�C�/"1B�,C8=1B��] � Y�K�L�-

9��� �$�5«=@�G�H�$�*�&������$�*L�l���8@�����i%(k�B�@�.�/,4�E���,��9I�JcIK�L���*ÌÍ���@�=@������B��9=4�E��C@�$�uK�YA��!�'	�� "uC@A =ÌE����$ è @������B�(��=����9��E�� � c�C�8�1B� Ë �� ,L=-

∀x(x ∈
#�:

), x
$�RL�l�D!@
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∃x(x ∈
#�:

) s.t. x
$�� � ���

��� O�P�¡ �����
%
∀x ∈ U, p(x)

/�@���,$ %
p(x)

� / Ygß�7��B�=�"�A�
U
@ ���

x
�	����L�C</,1A�=Y�K�L,- S,�A�

¬(∀x ∈ U, p(x)) = ∃x ∈ U s.t. ¬p(x)

� / Y3ß 0K�L,-,KA7
%
∃x ∈ U s.t. p(x)

/,@����$&%
U
���,L�C _ »=@

x
��ú">B�

p(x)
� / Y3ß7=�<��/� ,L �=� *

¬(∃x ∈ U s.t. p(x)) = ∀x ∈ U,¬p(x)

1B��Y<K<L,-
��� �	��
U�3��������r���1g*���G�H=@���=4��"C��$

∀
4
∃
�<*

∃
4
∀
���=6��,*�,�-

p(x)
@�f�b=YB���=@	��

¬p(x)
4<£�cc=®,���

.

1g����8�1��,��Y�K�L
.Ï=6<®���������«=@�«�6�$<����,�� �L���*=8�@8"1�44@=@���?=4�E���,��9�>B��Æ"C�1

∀x(x ∈
��������«=@�«�6

), x
$����

1B��Y�K�L�-�8�@�1�D,8�@�G�H�@��� !���������«=@�«�6�$<����,�*� =$,����K$ è @����B��=Y<K<L,-
∃x(x ∈

��������«=@�«�6
) s.t. x

$��,�� ����

������P�#
è @�G�H=44����G�H�@<��?=4�^������9�v=�,-,KB7���@	��+G�H=4B)��Jc�-

8�@���@
A � Ã�TB4 30

]Õ��A ��l�7,#=$��O=4��IY�7>B�=! � 6,C,-

9



3
� � �

3.1 �����
!�@@ � 5=4<�L�@��<E� � cIC�5

1, 2, 3, 4, 5, . . .

4�W3X5�13r���K�L
.
8�@���B�

“
5

”
��ú�L=C�Éà,$

(
5=4B�,��L=C�þx,����) � C��=Y

)
&���1���� �=� u���7=@�$=:B;��=�B��8=1g =L,��*�9��< �L � *�ÌÍ,�	��
,�

“
W3X

”
��7"�BbBLUW3X5�1rs�B@<$���\,���������,uC�b��< �$,u=Y<KBv�\

. (
Ï=6<®

10,000,000,000,000,000
�=Y�!<�=D��<5w��A7��BbBL�8=1B$�
�����$�K0&,��� I>=?,�

.)
8�@8�1<4<t�6C�1 @�@

1, 2, 3, 4, 5, . . .
1g���9��=@¨@

. . .
�$"1g��!���=�<»�¼��,uC8=1B�������c�K�L

.

� ��� �������<H ¡ '����
@�=@

10,000,000,000,000,000
$�'��=@�'����=4��">���=�Y9'�� ! �<��K"1��ù"K�L�- � ��B� ��D��<5�4��,L,�,$ è @����B� � ����E�� � c,���"K,>B7�-' : � � � � � � ! ����K  ! �<�8K >

(!�" \,��#*�7�qU> Ù�$ ��,���&%�C�¸w=4,ÑA�����"C�8=1�!u=Y<K�L
) ' ! /�?,�0K)( !�8��.K)* ! � \�K ý !.v���K +

! �g�8K , !�D�?,�0K -�.�/ !�8��B���0K 0�1�2 !�uB����3AK54�6�$ !���:�78K µ�7�C��
!98 � >:3�K ��,��5 ! �IY�?��g7��,L��0K
; 1<>A��$�<��KA �$

10
�	=,)&<:�Õ�@�-�.�/=KA �$�[�<:-�.�/Õ+@��,�5=KA �$�����[I1A�Y�K<L,-

8�8B "$�9,f5«� �$
“
WgX5

”
4��,@����A���9�>B���C�@ � 4	A�B�>K�L

.(
8Ac"$�*�u��<K9 �!

9f��=��5,«��&%(5�/,4��,@����B�>=6B��"C@ � A�B�>B���"CBq��� �L=@A �*,�=4�r��B��"C@� ����b �"� �"�g��!�u,K=Y@?���>��B�� ·�Jqs�g�"-
)

A�B&C ¡�D � #5=@��"K=Y
N
�,u���� è @ 1

���
5
4E�7�>����C=13L"C

.

1. 1 ∈ N (1
13�®<c�C

N
@�N=��'�)����L=C

.)

2. ∀n ∈ N, ∃n′ ∈ N (N
@ _ »=@�N

n
�<ú">B�

n′
1g¬ � cIC

N
�����L�C-9h.h h 8�@

n′
@�8�14

“n
@ è @�N ”

19��=8"19��>,K�L�-
)

3. ∀n ∈ N, n′ 6= 1 (N
@ _ »=@�N

n
��ú=>B�

n′
$

1
��$,� � �B�

.)

4. ∀n, m ∈ N, n 6= m → n′ 6= m′ (N
@ _ »=@�N

n, m
��ú�>B�

n 6= m
� � ®

n′ 6= m′.)

5. ∀M ⊂ N,

1 ∈ M ∧ (∀n ∈ M, n′ ∈ M → M = N)

(N
@�Ç,]���

M
�

“1 ∈ M”
� )

“
_ »=@

n ∈ M
��ú�>B�

n′ ∈ M”
13�s�9�+D=4� �)=� �®

, M
$

N
����>B�

.)
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8�@�1�D
N
4�W9X5=@��,��13r�,*

N
@�N�4F<GHI13��

.

��� �
R����sÃ 
 h 
�"� !

Giuseppe Peano, 1858
�

8 � 27
�"ô

1932
�

4 � 20
�0K�$�z�ð n "�@<5«È�-�W3X5=@���.�� ! 
�" �@���.�K *�
�" �����=@�t��ÈI1<>B��V � c"C-

	�

¤�x

(
¶=>�`

)
4 
�"��<@���.,��&���t�6�C�8=1A�,>,K�>=?�A-WgX�5

n
�<ú=>A���K�C è @�N n′4

n+1
13¬I�A8,1A�,>KBL

. (
)�K�Y

n′ = n+1
1-=Ê�KBL

.)
��8A "8�@����x,4BE����

1′ = 1+14
2, 2′ = 2 + 1 = (1 + 1) + 1

4
3
*

. . .
@����B�	��
�����c��>�\� ��C<��x� ,�,L=8�1B��>K�L

.8�@�����B�,�x���S=�B�* _ »=@�W9X5
n
��ú�>A�

(· · · (n + 1) + 1) · · · ) (m
� @

1
4�¶">B���C

)
19���JcIC=W3X5=4

m + n
13¬�D�*

m
1

n
@��I13�JIKBL

.
)�K=Y

n
��� Z=�

m
q���y=���uC<5=4

n + m
13r��Bb<�< ,L

.
8�@�I�A�>���"KC�¤x��

(+
@���?� �"KC��`

)
��ú�>B�

è @������B��D�� / Y3ß�)�8=1�4��,L=8=1B�< "DK<L .

∀m, n ∈ N, m + n = n + m

∀l, m, n ∈ N, (l + m) + n = l + (m + n)

!�8Bc=$��">B� % uA7UY�K�6�/�13r��B8�1B$< "D��B�"8=1B���»�>A�U�gqs�g�
.)
@���¬ � c�7��D@"�	0Bª��=@�!@�����
��*+��U�B@!@4�����
��I13�JIK�L

.
8Bc � $�5«� ��=Y9'	�������`=4��UY�����1BD����0HI1B�,C���=����D� �L

.

F�GH ¡ ��������

W3X5=@:@�����
� �4 è @��I�A�	=ÊC8=1B�=>KBL W

+�)=@"W9X5
m, n

�<ú">B�*
n
�<�U�3) � @�5�4�¤�6B�

m
��
 � c�C=1BD<*

m
$

n�=Y@����!�WgX5� �u,C�13r��A-
��>��

m
�

n
1AD,8Ac�4

m > n

13�,L�8�1���>KBL�-
'����

m
�

n
�=Y9�=DB�I1<D�u,C�W3X�5

a
�����=>B�

m + a = n
� / Y3ß�0KBL���*,8@����B�

a
4

m− n
13�">�*

m
1

n
@�"U19��=8�1A��>,KBL�-�KB7

m
1

n
@�#�4�$�ÊC8�1A4���


(% $& ��'
)
13��=8�1���>KBL�-

)�K�YJ*�(�B�����rs��1�W
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m
1

n
@�#�4�$�ÊC

(
8�@8�1�4

m
�=�

n
4 & ��1A�+9L�C�8=1B�=>K�L

)
1A$�*

n ��� �����	��� m
���
����:������
��
���

����������

�
�
���
 

m
�

n ! �
� ("#%$ )
��&('�)+*�,
- × .�/!�0+132%4(5 ���(�

m× n = m + m + · · ·+ m (m . n 6�78�9;:
! )

� 9;<
! ,�- !�=�>
?	@ ) 9 �A�
 m× n !�< � . m
�

n !�B ��&%CD���(�
E
F !�G�H
I ��J
KD� 8�L
M�N F
O � =�P F
O(Q%R ��S
TD�AU 1�< � Q(V �%���(��WX

∀m, n ∈ N, m× n = n ×m

∀l, m, n ∈ N, l× (m× n) = (l ×m)× n

Q%R ��SX
�����
(Y F ! ��Z�%[�\ 2�< ) :^] V 9 ����_%`�a;b(�ced;X�f%g	� 839
h	i�. �%j;Z

< �ea;��� )

��k�d(l
m%- !�n�o × b�p�q 8�L
r c (s _�' m× n = mn !�0+132�r c ) < � Q;t c V �������

u
v
�
w
x �3a 2(y�L Z 9 ���
 ! “ Y F ”

�
“
E
F

” !�z T ! ,
- 2({
8�L
/!�0+1 ��J�K Q%R �AS�T < �
:�|
} �����

∀l, m, n ∈ N, (l + m)× n = l× n + m× n

<�! J�K . u
v
�
w �e&%CD���(�
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3.2
���

��� � 8�L(!  � b x l @ 2400 ���
	��;!������� a��
� 8 � 8�9 � �������� b  .��
�(.�� U
L��	8�L U+� 8�9 � s _�' a + b

b�� �
a !��
� �!��� b !��
�. T	��" P�#�}�9
�
� a�d+� 9

a× b
b�$�% Q

a, &;! $
% Q b ! ��'�( !�)
* � 8�L�� �+�eU,+ 9
-�. a��;� <�!
0+1 ��/(_�' .
� U*� s _%' /;!�0 b�1
2

(a + b)2 = a2 + 2ab + b2

.�|	8�L U	* < � 2 �(�%���(�

a

b ab

aba

b

a

2

2

b

 .��
� a � �D�eU 1 /(_%l @ d u
� !�3
4 b /!
0+132(y�L Z
���(��U����� 1 !��
�;!�5�# �
2 ��� 1 !�6. /_ L�7 �%���(� <�!�6.�8 g�9 ! � <
: a
; �(2�< *(� <
!�6! ; �;! ��� Q ?
@ )+������= < a <
! ��� .

1

2

� �	8�L>7 * < � 2;8 ���(�
[�? 0+1�2 ��� 1 !�6.�@ T <;2(8�L
?D@ )D*���� . 1

3
, A T <;2(8

L
?D@ )+*���� . 1

4
, . . . , m B��(2 ��* 0+132�< + L
?D@ )+*���� . 1

m

� � � < � 2(8 ���(�
��� Q 1

2
!����;.�z T
T;��C 9;:
!�! ��� . 2

2

d @ T�T��C 9(:
!
! ��� . 3

2

d A T�T��C 9;:�!
! ��� . 4

2

d
. . . !�0+1�2�r c < � 2(8 ���(� <�! ��Z%d 1

2
!��
�;.�z T�T�
D� 1 ! ����d A TT;��D	�

2 ! ��� !��
�(2 �;�����(l @
2

2
= 1,

4

2
= 2, . . .

!�0+1 ��2 Q%R ��S	X����(�
$�E 2 d���� 1

m
!��
�;.�/,F �eT	��U
a�G	c < � 2(0 �

1

m
,

2

m
,

3

m
, . . . ,

n

m
, . . .

!�0+1 �  Q ?+@ )+��� Q <�!
0D1 �  

n

m
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.��  �eU
U	���(��� 9 m . u � d n . u�� ��U�U	���(�
� L
�  n

m

b 1

m
! ��� !��
�;. n � T��U�� ���;! ��� .��	8�L U	* # m�a�� Q d
U� <�! �

� 1

m
!����;.��;2�B;8 U���� 2 k 6�< ����C 9>�
�;! ��� . /_ L
	 ���(� <�!��
�;. k � T�

C
'>� � 1

m
!����(2 �� �(2�<%!����;. m � T;��C�'>� � Q 1 !��
� Q ?+@ )D���(��� + L;<�!

k 6�< ����C 9����;.��� � 8�L mk 6 T��C%);'>��� 1 !��
� Q ?+@ )+* < � 2 ������(��� +
L
/! 2 Q%R ��S
T < � Q # l	�%� 8�9 �

n

m
=

nk

mk

<�! 2 .�� 1 � s _�' 48

60
=

4× 12

5× 12
=

4

5
!�0+132��  .���� ��( 2�r Z���� < � Q a	Z����(� <�!

0	1 ����� .�� 13< � .�� u��� ���
U���(�

u
��� ����$
1

3
+

2

5
!�0D1 ����� . /(_
* 2 b 	
!�0+132 ��);' 0 U�a 8! (1 l�� <�! ��" . /_�* 9;5�2 b�#

�
	�$
%8�9 2 n

m
=

nk

mk

Q�& 2 S	X
���(�
��' <�! 2 2�0 �ed 1

3
=

1× 5

3× 5
=

5

15
,

2

5
=

2× 3

5× 3
=

6

15

��������(��� + L
1

3
+

2

5
=

5

15
+

6

15
=

11

15

��(�-%a	Z�d�) 5 *�����b 11

15

a V * < � Q # l	�%���(�
<�!
0+1�2 U ceT;l !��  !���*;.�B8 U  2 = : _
*��
� !�< � .�+ u �,��U����� �
* Q�- 1
z T !��  .�.
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V�t [�J�3�e�� V

2 � � � � D } º%H Z
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(cos α + i sin α)n = (cos nα + i sin nα)

[D� E , G 0 �P ��K�� > 8 � g [ `���� e�� Æ � - ��� Æ H Z ��.$#�_ � 	 D � �

sin(α + β) = sin α cos β + sin β cosα, cos(α + β) = cosα cos β − sin α sin β
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100 C�h	á
	�� � ��D
� a� Z H ["�%[ H � � u 1832 C _�U �� `�Æ�â � � Z �1d�� � $ (Karl Friedrich Gauss, 1777X 1855,

E�F�G )
8�e � *�� V��	é�- H�!�" _�V���� �@¨ d�x ³ V�� Ë%H [ H ��� (!�"�	�
 � e Æ�V � � $

	�
 Æ�â�� e Æ�a 3 ¥ � g [�J�� )
e�e >�� !�"�	�
 � f � �@D�¦ � Z F#G H [�J��

!�" _ z = a + bi Dh%H Z u %�& 	�
 ( � xy 	�
 )
g � �

(a, b)
V�f � d Æ u !�" _�Æ e � 	�
 g� ���

1 h 1 Dh	i%H [�J���e � ©[ª D�!�" _ D %�& 	�
 � �%V h�i ) ` d Æ�n u%e �%�& 	�
 V2�3 ��� Æ�â�| [�J��
, !�" _ � ë h��
!�" 	 
 g � � z

Æ � �
O
Æ � � ����� V !�" _ z

���� �! Æ �	� |z|
>�o H ["J��#"?$ z = a+bi

Dh%H Z

|z| = |a + bi| =
√

a2 + b2

Æ f%g [�J��

O a

b z=a+bi
|z|

, !�" _ � � � ² _ d
!�" _ z = a + bi

Æ ² _
k
� ��� u

kz = ka + kbi

Æ f%g [�J j�k u !�"�	�
 g >�� ç � ©[ª D o ) � [�J�� ¦ [ g !�"�	�
 y	z>�� � ��V � � D+	

 y	z�V k

d D�$ T�%�� J%d�e Æ D�h	i%H Z �%[�J��

O a

b
z=a+bi

ka

kb
kz=ka+kbi
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, !�" _ � , 6 �
!�"�	 
 g � u 0

� f � !�" _ z = a + bi
V�o J ��V

P
Æ j�¥ e Æ D?H [�J��e � Æ�n ç ��+�� ©ª D OP

� � )
(|z|
� e Æ � J

)
V

r, OP
�

x � Æ f J .�V θ
Æ J�d Æ

a = r cos θ, b = r sin θ

Æ j�¨ d�e Æ u ©�¶ Z

z = r(cos θ + i sin θ)

Æ f d	e Æ��#� j1g [�J���e � ©�ª f z
� o�* � e Æ�V !�" _ z

��� D�E Æ�â| [�J��
e � , 6 ��V'�¶ Z !�" _ � �%V P�� H Z�0 [ H � ª � 2 ¦ � !�" _ z, w

V�, 6 ��V�'%¶ Z

z = r(cosα + i sin α), w = s(cos β + i sin β)

e � Æ�n g ��/ Ì�� ©[ª D 	 D	Ô x ��ª [ ¥ ' � Z zw
� ç � ©�ª D P�� � n [�J��

zw = r(cosα + i sin α)× s(cos β + i sin β)

= rs(cos α + i sin α)(cosβ + i sin β) = rs(cos(α + β) + i sin(α + β))

e k�j%k'!�" _ zw
� !�"�	�
 g � � � j%k ����� � rs,

[��
x � Æ f J .	�@� α + β

� � d ©[ª
f � D�h�i J�d�e Æ���� j%g [�J�� ¦ [ g « !�" _ z D�!�" _ w

V j�¨ d�¯ Æ ��« !�"�	�
 g � z

D�h�i J�d �@V ,
[�v � � j%k ����� V s

d D�$ T H Z Ñ�� j@k � � � ��g V�.�� β
Í ¨
��� )���¯

� *�� t k �#� �	��
� )������������������ ��� [����
� _ g ��� ��!"��# M c%$%&	#�' 2	( '�)�* √

i ( P���+ * 0�, +	- ���/. ,

√
i = r(cos α + i sin α)

�����	�����0�132 ( 2 N + *

i = r2(cos 2α + i sin 2α)

(�4 , �35���� � i = 0+i×1 = cos(π/2)+i sin(π/2)
� �%6	7���8�637

r = 1 (r
��9%: 6	7�0 ��� #

0 �
r > 0

�/#%����� ��;< + *"=�>�? .
)
�

2α = π/2 (�4 , ��5@��0	� � α
� + *��

π/4
�

5π/40
2 A 0�B3CD��%E%��	� �;< + *F=�>G? .�5/H )/* √

i = cos(π/4) + i sin(π/4) = 1/
√

2 + i/
√

2,�I�J √
i = cos(5π/4) + i sin(5π/4) = −1/

√
2− i/

√
2 (�4 , ��5
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i

1
O

� (−1) × (−1) = ?
? *�� ��� I�������� 0
	��
 (
� . * (−1)× (−1)

0
��� ( + *�� , +�- �/5

−1 = −1 + i × 0 = cos π + i sin π

� ��6�7�� −1 ( 6�������� .������ J � ������� � 0 : ( 9%: 0
��� � 180 � �
! ?#" �%�	� �
%� ����	����$�6%� , ��5�0%����!%�
(−1) × (−1) = 1

��#3�����@��$�6�� , ��5 ,�I�&(' �
+ *

(−2)× (−3) = 6
#�)�� A , �*�,+	0
- � +�0
- ( 6����	�#. � ##3���3������H�. , ��5
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5
���

5.1 �����	��

��

(cryptography)
� J��� & � ����	0��������� ��� + * ���� �"! 8��$#�7�8"���	�

�%��E%��. J	%�&  (�'"(*) *,+3<�� !%�"��	0�-,. (�/*0 I ) � � ! 0 
,1 ��#3�"�� (�243 �� I ) 0"5,6���,7	0%��� ���98: ? 8 , �35%�0%!"� � �� (�243 + *; �%�(,7 ��� + * J�<=>
5 ? < 0"@�ACB,D � � � �$EFG 0�H�0�I�$ �"J,F ( �,K + ! 0 � 6	7CL (�M =ON	)�*J,F (P ����� .��O� �  ��Q&SR,TOUV	W (�X � I ������#"7 8 * . , ��5%�%0!"�ZY"[\	0 J,] ( P�*^"_`�0 2,a \b J �c a Y J �de ��J # = �gfZh"ikj"l,m�n�o V ���Op�q�8 , �����	�0%!��# ,7 ��J � ' + ! 0"�,��� � A 6�8	q ! 0"\,b	0r"s���� 0 Y�t�7�6Y3#%��� .��9u : �3E �, ��5�de J ���	0�v,w ( P ��0 ��J # = � ! 0,r"s ( P �	��� ( ! 04x@&F� + * . , ��5%�%0rs ( P �,`�y U f%0��� ( �,�z � ,�I d,e{ ? 8 I �,��6�7 = 0��,� (�|,} ����	� ("~ �z �p"� , ��5�de{%��e{ (�� #�� I ) Y J$� b ��O�,b ��3E�7�6�� )��*) *,� . I d,e	0��,�

(=
`�yS�Z�C�

)
Y + I � )�* R,T�U,V	W ( d�e{%��e{ + , ��5�0%!���#�`	yS�Z�C�"0��F� +* J�� 0!"��# ' 0�3E�� , ��5

��*� ��
[shift cipher]

< =>
1 ? < 0�y V� 0�� & &�� � E%� W,� A�D�f���B V,�V Y%! )�* � ."7@8 I� '��,� &#�d,e�,� � �	5����� �	de%�	B V��,V deF�Op�q�8���	� ' E�� , � . ¡¢ &�Y J�� J 0 J,F

( ! 8�£38,¤ �¥ �37@8 I JF -�$ > ��¦"7����	�CY�! )�* R�T�U�V�W ( d�e{ + , �35Z� ��q ( §JF ¦F7/��¨,©
)

this is a pen ª wklv lv d shq

��#%� , �35 + 6 + ���%0Zd,e J J,F 0�«¬	0
-
(® #37 26, ¯O°® #�7 50)

+ 6$vw + #�.�0 �
±* 0"¤ ("² " q³´,Y"µ���	��� ���3, ��5

¶· ��
[substitution cipher]

� F de�� J � JF (�¸ 6Y$¹ � ���%�%�	�ZY�! �9d,e J ������de{�� � �de J J JF � E�Zº�» J E � , ",¼ 5ZB$½ V y T�¾�¿ZV*À$Á 0"B4A V�Á YÃÂÅÄ	��Æ�Ç,È	� �G� �	É��3E � , �����3�
8 J �	DC�Sn$Ê$Ë T � ( Æ,Ç	0�Ä )�* .4Ì"Í � ¹*Î���� I ' 0 �,Ï 5�Ð03!SÑ�#"de J 7 ? < 6�7±ÒÓ (�Ô � I _4f$m À ?Õ �4Ö"×Ø a #�) (�Ù ± Y ; �,Ì I ) Y � .�7 8 , + I 5
¡¢ &	#�� ��Ú t + ,ZÏ 5�ÛÜ	0 J ( d,e{ÞÝ

Encrypt ß Ï ÌÐ	à ( 	 � ,ZÏ 5

á�â�ã�ä ãZä å æ�çè

. , ÛÜ	0�é	Y + I�ê )�*J,F ( ¹*Î����Ì & Y3! )�* de{ (�� #4Ñ�Ð�àZY + ,�Ï 5

åëì�íçîï,âðã$ñCò	óOô4è�õ*æ"ö�÷*ä�áøù�ú*ûüý
þ�þþþþþþþþþþþþþ�þþþþþþþþþþþþþ
÷	ä�è ã�ø,ëý$ò�ûCô,ú	õ,á�ì,çù�üöîåâ*ó�ñ�æZï,í
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Ï # ����� á ( î Y�¹	Î���� � â ( ý Y�¹	Î������ � à . ) I�' Y J�� 0 J,F ( ¹*Î���� * .*Î ,Ï 5 ! 0	��
���
 J Û�Ü	0%!SÑ�# J,F��
(
de J

)
ê 4 7�8 ,�Ï 5

î�ý�ò�ö�í�ò�ö�í÷íç�ãOá
ÛÜ ��J� de{ > 0 J ( � J Ý

Plain Text
,�I�J

Clear Text ß  d�e,{��	0 J ( de J Ý
Cipher

Text ß àOp���Ð*à�Y + ,�Ï 5 JF 0�¹	Î���� (	� Y���8	q�d�e J ( = 0 � J Y�� Ï Ð	à ê � Î ,�Ï 5

åëì�íçîï,âðã$ñCò	óOô4è�õ*æ"ö�÷*ä�áøù�ú*ûüý
�����������������������������������������������������
÷	ä�è ã�ø,ëý$ò�ûCô,ú	õ,á�ì,çù�üöîåâ*ó�ñ�æZï,í
Ð0��4ÑCY"d�e J 6�7 � J (�4 Ì & ( �e{ Ý

Decrypt ß àOp���Ð4à9Y + ,ZÏ 5�� �� � J,E ( de{ + *�� Ì$Y J� E�7�6�� )
�
RSN IUBZKXMWOTCEVYQFAHLJPGD �
à . Ñ JF�� ( �� �� � © < + *�G= º» ê E � ,"Ï 5�� < EÌ"�,� (Tamper)

Y�� + * Ð%0 J
F�� (�' 7 + ? � +� ��8	q  \b�!�" ê�#�$ ? 8ðÌ�B%C%D ê E ) I à + * '  Ù ± Ý

Secure ß  ����� (Z�  Ñ &,ê � ÎÌ%5"Ð%0��SÑCY  de�{��Å�e{ (��  Ñ I ) Y"º,»  �,� J�%'& Key (àOp�q�8 ,ZÏ 5 � �� ��J� �
RSN IUBZKXMWOTCEVYQFAHLJPGD � à . Ñ J�F�� ê ¤�Y  � ,"Ï 5$Ð0��SÑCY�d,e{ Ï Ì I ) 0"¤�à��,e{ Ï Ì�)	0�¤ ê & � � E,Ì��SÑ  d�e��	0$Ð*à ( *�+����,�- à9p�� ,ZÏ 5���.d�e���,Y � ��ÌZ¤ J� ¨ � Y�� )�* ��.�¤ Ý

Symmetric Key ß �/\¤ � /�0 ¤ÞÝ
Session Key ß  2a ¤ÞÝ

Secret Key ß  )4àOp�q�8 ,�Ï 5
� F de J de{ Ï Ì I ) 0(,7	0
- J B,n4�Ode�� � '	1 = Ù ± D J�2 .ðà�.�� ,"Ï�ê� JF 03 ��( . ��Ì &�ê � Î  .	0 ��	4 $  65 ? 0�d,e J ê E/8	q$µ	Ì�Ð�à ê(� Î ,�Ï 5�7�8  D$m:9$DÆ I � J Ð0��SÑ  d,e (�;�< Ï Ì I ) 0(,7�Y A . * '	=�> + * . , + I�ê�? 7 ê � . I ,7 J@�A�B�C à�p�q�84Ì
�7 ��Ï 59� ��q  � F d�e � d�e�{ ? 8 I ® 0 J] ê E ) I à + ,ZÏ 5 , ¦! 0 J,] 0 � 0�D JF 0�E } 3 �	( - � ,�Ï 5 � ' � = } 8SÌ JF ê $�6�8*q ! 8 ("® 0 J,] 0� � ' ) à ' E } 3 � 0 2 . e

àO¹*Î���� ,ZÏ 5 � Y 3 E Ï Ì JF ( � Y:E } 3 � 0 2 . t
,�I�J

a
Y$¹	Î"��� ,"Ï 5Ð%0��ðÑ  ��� (�F �HG + * �I 8�J	Y$de,{ ? 8 I J,] 0	D JF Y�DC�4n�ÊË T � (	K � % ** � � ,�Ï 5Z[\ J Ð@8 ��J ��L ¼ à + I J,] Y J  � , "�¼ ê� ® 0�M%D (

�
�"q�N�O J

a, an, the
à  Ì

) ( 	��  ê 7  Ð0 I 8�J  DZ�*n$Ê�Ë T ��0 K � % * (�P . + * �Ì & Y�� �  de (	;�< Ï Ì�Ð	à ê E�Q ,�Ï 5

R
.

vyq nkvvng tcddkvu, c yjkvg tcddkv, cpf c dncem tcddkv, nkxgf kp c nctig hqtguv.

gxgta oqtpkpi vjga jqrrgf qwv qh dgf cpf qwv kpvq vjg gctna oqtpkpi uwpujkpg.

vjga nqxgf vq urgpf cnn fca rncakpi vqigvjgt.
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de{	0 I ) 0(,7 (�2,a Y + *�G= 0 J ��� Y���� ��Ï�ê� ¤ J .���.��".�	 Ï Ì�Ð	à ê(� Î ,Ï 5 ! Ð � de	0 Ù ± D J ! 0�¤�0 2,a�
� 8SÌ�6Y������%.*Ì	à#	��,Ì��	Î �	Ï 5 1883 � ��� �de �30  6 � D��$l	fS�S���Z� ¾¿ n,f�� n����Ã��� V ����� ¿ n J
��de�B,f"h À 0 Ù ± D J� de{	DC���kA ÁÀ 
�2,a Y:E�Q*Ì�6�Y J ����" ¦  ¤	0 2,a ê � 78SÌ�6�)SÑ/6�Y%6%6���.SÌ

.
�

à! �� ,�"�I�ê� Ð�8 J } w�Y$#4Ì , � de�%�&	0�'�(�Y�) I � Ì 9 % �,Ï 5
*�+�,�-�.�/ ���0�1�2�3�4
� ��0��SÑCY�� F ��de J 3 � $�5 
 � .�� ;�< Ï Ì$Ð�à ê BC �Ï 5�Ð�0��SÑ  u : 
6 Ñ�� �!78� d,e ê�9 o W��: �

(
n�m���f 

1523 ��; , 8 )
Y�������	�< ? 8 ,�"�I

(
9 o W��: �,d,e

)
5

Ð/8 J ¤ � 8 ) 7�8 I � � 	Y�=*����B V�V d,e � 0 J,F 0Z¦G7 "  
 �?> à!@ �BA����C =à . Ñ ' 0 ���4 $�Y 5 .¤ 
�D .  	�Y R,T�U,V�W 
 � Ì I �SY$¤ 
 .������8*q ;�< Ï ÌÐ	àJ�E B%C ��Ï 5

a F a b c d e f g h i j k l m n o p q r s t u v w x y z

b F b c d e f g h i j k l m n o p q r s t u v w x y z a

c F c d e f g h i j k l m n o p q r s t u v w x y z a b

d F d e f g h i j k l m n o p q r s t u v w x y z a b c

e F e f g h i j k l m n o p q r s t u v w x y z a b c d

f F f g h i j k l m n o p q r s t u v w x y z a b c d e

g F g h i j k l m n o p q r s t u v w x y z a b c d e f

.

.

.

z F z a b c d e f g h i j k l m n o p q r s t u v w x y

� �"q 
this is a pen 
 age

à . ÑS¤ 
(� .��d,e{ Ï Ì$Y J$� 0��SÑZY "%,ZÏ 5

this is a pen ª t h i s i s a p e n¤
a g e a g e a g e ade{ ? 8 I J,]
t n m s o w a v i n

Ð0��SÑ  ��� 
�GBH { Ï Ì ' 0*à " �,� 2
� ?Õ�I�J � Y�K�_�L"� ê � . I � ����l � �4àOp�q8SÌ�M�¹ ê E � ,�Ï 5

(
I > " Ð�0�����l � ' ! 0,r"I�N�O	06M�P%D  ) 
Q�� " � ;�< Ï Ì�Ð*à êB%C �?"�I 5

)

��.de�� ��J ¤ ê �� �Y$#"7�8 I�R : � ! 0"d,e J$Q 8 { ? 8ðÌ I ) �/ \¤	0 /�0�ê � YS�T à  � ,�Ï 5 �� J�Y J Ð%0 /�0 0 I ) Y J I .  7�8 ��U 8 ê º»ðà  � ,�Ï (
%�V�W�XY

)
5

5.2 Z\[\]_^�`
Ý de�Y A .���	���Ì*àCÎ�Y J� D*A"f Ý A ß �a�b Ý

B ß  _ 9 Ý
E ß à . ÑO��Æ ê�c ¨ "� D*A"fê�a�b Y  ! " � a�b,ê D*A"f$Y R,T�U,V�W 
 � �4Ñ�à " _ 9ê ! 8 
 #�$�" �4Ñà Ï Ì  à . Ñ
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� � � 
 Ï ÌÐ*à ê 1 .�0 � ÐÐ � ' ! 84Y�HkÑZÐ�à�Y "%,ZÏ 5 ß
�������	�
. , D	A"f�à a�b%J�
����� 0��	mC� ê ��� Y���. Ö Y�� ¼ � .	Ì Ý Ð�0 Ö 0 
����� _ 93J ¤ Ý��
��� ß 0�636�� I�� Y������.  .���� J$Ï ��� #�� � � "3, Ñ ß à "3,�Ï 5�D*A$f ' a�b ' ! 8£38 G $	0�� ��� à ! 0"¤ J�� ���.4Ì%0 �	Ï�ê� �� .�Y�!��	0�� ��� 0�¤ J�� ��%.  .�à ",�Ï

.
Ð0��ðÑ  �"$# �$
�� > � 

� .���_ 9 Y ! 0,r"s 
 � 7@8SÌ�Ð	à  = R,T�U,V	W 
 � �&%� Ï Ì$Y J )SÑ Ï 8*q���. � " - Ñ/6('

�����*)+�
. , D*A"f	à a�b3J�, 630�Æ	Y$#"7�8SÌ�Ð	à Q =.- à A 0�/�0�0���1 
 /�0Ï Ì�º» ê EÌ*à Ï ÌÝ Ð%0�/ J ¸ / � '�2 . ß à ",�Ï 5�3 " D*A"f�6	7 a�b6�a�b 6�7$D*A"f$Y � Ì40���1�0�/ J�Ï ��,_ 9 Y J $�6���� "3, Ñ�à "%,�Ï

.
Ð0��ðÑ  �"$# 0"Ü � _ 9 Y"#F7�8SÌ�Ð	à Q = D*A$f	à a�b

ê�/ \	0�/ 
 � A I ) Y J )ðÑ Ï 8	q:��. � " - Ñ�65'
Ý76���� F � A 0�/�0���1 
�8�9 � � ÎÌ�0���10�/ ê $�6�� I à " � ' = 0�� A 0�/ J $�6�7  .�5	M�Y = 0��$/	04Ñ � 0 � A ê $�6���%.�� '' Ñ - à A 0�/ ê ¸ � EÌ6$#*Ì�Ð	à J � " .ðà"�:�Ï

. ß

Ð0 ¾ _ Á5; Y � ��Ì�/=<�>kx 
 Ï Ì ' <	à " ��? ,�-�@�A�B$C (D$E C )
à9pq�8SÌ ' < ê E � :Ï

.
ÛÜ	Ð/8 
(��F � � < ¾ _ Á5; Y %�I Ì(��� 
 )�<��SÑCY�7 � Ï Ì�<�6,Y A�F �$G$H "�:ZÏ 5

I�J �
m 
�G&K -ðà Ï Ì%54L�- a

à
b
Y�� " � 

a− b
ê

m
� K �!@�8SÌ�àZÎ  a

à
b
J

m 
�MN�O�P�Q(R � EÌ	à F�F  a ≡ b (mod m)
à/6 =

.

����q
7 
 7ðà "�I ?,Õ ��J�S�" � J �SÑZY  � :"Ï 5Ð�<��ðÑ  � � 
 � W,� m V$T ��àOp��:�Ï

.

2 + 3 ≡ 5 (mod 7)

2 + 4 ≡ 6 (mod 7)
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2 + 5 ≡ 0 (mod 7)

2 + 6 ≡ 1 (mod 7)

2 + 7 ≡ 2 (mod 7)

:�I � W,� m V�T �=< ?Õ �	J$� <��SÑZY " ���- � - 
 	 ��ÌÐ	à ' � Î :"Ï 5

32 ≡ 9 ≡ 2 (mod 7)

33 ≡ 27 ≡ 6 (mod 7)

34 ≡ 81 ≡ 4 (mod 7)

35 ≡ 243 ≡ 5 (mod 7)

36 ≡ 729 ≡ 1 (mod 7)

àCÐ�� ����� Y
m
ê	4 $,Y I Î F àZÎ ¥ �37 8 I L�- y, t
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